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Identidades Trigonomeétricas: Demostraciones
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1. Definiciones de las funciones trigonométricas
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sin(a), cos(a)
tg(a), cosec(a)
sec(a), cotg(a)

Ver definiciones

Consideremos la circunferencia de radio h de la siguiente imagen:

e Definimos el coseno del angulo & como:

cos(a) = %

Es decir, el coseno es el cociente del cateto contiguo al dngulo & del tridngulo y la hipotenusa h.
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e Definimos el seno del angulo & como:
sin(a) = 5
h

Es decir, el seno es el cociente del cateto opuesto al dngulo & del tridngulo y la hipotenusa h.

También podemos escribirlo como sin(a).
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e Definimos la tangente del &ngulo & como:
sin(a)
tg(e) =
cos(a)

Es decir, la tangente es el cociente del seno y del coseno.

También podemos escribirla como tan(c).
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Observad que tanto el seno como el coseno son funciones continuas, mientras que la tangente no lo es. Los puntos donde la tangente no es continua son
los angulos para los que el coseno es 0 (porque el coseno esta en el denominador de la definicion de la tangente).

e Definimos la cosecante del angulo & como:

1

cosec(a) = ———
sin(a)
Es decir, la cosecante es el inverso multiplicativo del seno (no es lo mismo que la inversa del seno, que es arcsin).

También podemos escribirla como csc(a).

e Definimos la secante del angulo & como:

1

sec(a) = wos(a)

Es decir, la secante es el inverso multiplicativo del coseno (no es lo mismo que la inversa del coseno, que es arcos).

e Definimos la cotangente del angulo & como:

cotg(a) = @

Es decir, la cotangente es el inverso multiplicativo de la tangente (no es lo mismo que la inversa de la tangente, que es arctan).

https://www.matesfacil.com/ESO/trigonometria/identidades/identidades-trigonometricas-demostraciones-ejemplos.html 4/20



18/4/2021 IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS: DEMOSTRACIONES Y EJEMPLOS: TRIGONOMETRIA: SECUNDARIA

También podemos escribirla como cotan(a) y cot(a).

2. Tabla de valores del seno, coseno y tangente

Tabla con los valores del seno, coseno y tangente de los dngulos mas usados.

Ver tabla

o Funcion

Grad |Rad |sin(a) |cos(a) |tg(a)

e lol o 1 0
Tl 1 V3 | V3
3° |5 | 5 | % | XS
2 3
iy
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4 2 2
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3. Demostraciones de identidades trigonométricas

Las identidades trigondmetricas son igualdades entre funciones trigonométricas que se utilizan con frecuencia. Un ejemplo de estas identidades es la identidad

fundamental de la trigonometria:

cos®(a) + sin*(a) = 1

En este apartado demostramos las identidades trigonométricas mas importantes.

Ver demostracion

Identidad trigonométrica fundamental

sin®(a) + cos?(a) =1

https://www.matesfacil.com/ESO/trigonometria/identidades/identidades-trigonometricas-demostraciones-ejemplos.html

6/20



18/4/2021

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS: DEMOSTRACIONES Y EJEMPLOS: TRIGONOMETRIA: SECUNDARIA

cos?(a) + sin?(a) =

-G+ -

nos dice que

a® +b? = h?

Por tanto,
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Sumamos los cuadrados del seno y del coseno y aplicamos su definicion:

Notemos que el triangulo de la imagen es rectangulo, por lo que podemos aplicar el teorema de Pitdgoras que

7120



18/4/2021 IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS: DEMOSTRACIONES Y EJEMPLOS: TRIGONOMETRIA: SECUNDARIA

cos?(a) + sin’(a) =
1
= E (az + sz =

hz

Secante al cuadrado

sec’(a) =1+ tg*(a)

Ver demostracion

Recordamos las definiciones de la tangente y la secante:

sin(a)

tan(a) = cos(a)
1

sec(a) = m

Vamos a desarrollar la parte derecha de la igualdad:
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1+ tan?(a) =

sin(e) :
=“(m) _
sin®(a) B

cos2(a)

cos?(a) + sin®(a) |

cos?(a)

1 —_—
cos?(a)

(@) -

= sec?(a)

En la igualdad sehalada como = * hemos usado la Identidad Trigonométrica Fundamental, es decir,

cos?(a) +sin(a) =1

Cosecante al cuadrado

cosec’(a) = 1 + cotg®(a)

Ver demostracion

Usaremos las definiciones de la cosecante, la tangente y la cotangente:
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1
cosec(a) = sin(a)
cotg(a) = an (@) @

sin(a)
ta —_—
n(@) cos(a)
Desarrollamos el lado derecho:
1+ cotg®(a) =

=1+ (tan(o:)) -

sin’(a) + cos?(a) B
sin? () B
1 —_—
sin?(a)

= sec®(a)
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En la igualdad sefialada como = * hemos usado la Identidad Trigonométrica Fundamental, es decir,

cos®(a) +sin*(a) =1

Angulos opuestos
sin(—a) = —sin(a)
cos(—a) = cos(a)

Ver demostracion

Observando la imagen anterior es facil ver que

cos(—a) = cos(a)

sin(—a) = — sin(a)

Nota: en la imagen hemos llamado a los angulos a y S, pero son el mismo angulo de signo opuesto, es decir

g=—a
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Angulos mas/menos 7
sin(m + a) = Fsin(a)
cos(m+ a) = —cos(a)

Ver demostracion

Suma de Angulos
sin(a £+ b) = sin(a)cos(b) £ cos(a)sin(b)
cos(a £ b) = cos(a)cos(b) F sin(a)sin(b)

tg(a) £ tg(b)
1 T tg(a)tg(b)

Demostramos estas formulas en seno, coseno y tangente de la suma y la resta de angulos.

tgla £b) =

Angulo Doble
sin(2a) = 2sin(a)cos(a)

cos(2a) = cos*(a) — sin’(a)
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o(2a) = 4 ftfg(?'?@

Ver demostracion

Estas demostraciones son faciles teniendo en cuenta las identidades de la suma. Sélo hay que considerar b =
aen

sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin (b)

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin (b)

Veamos ahora el coseno, seno y tangente del Angulo mitad:

Coseno del Angulo Medio o Angulo Mitad

o cos(a)
o ($) -

Ver demostracion

Aplicaremos la féormula del coseno de la suma y la identidad trigonométrica fundamental, es decir,
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin (b)
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin (b)

cos?(a) +sin’(a) =1

Podemos escribir cos(a) como
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cos(a) = cos (% + %) —

s (o (2) - (in(3) -
- o ()= §) -

-t (§)- (- (3) -

= 2 cos? (%)—1

Es decir, tenemos la igualdad:

cos(a) = 2 cos? (%) -1

Aislamos la parte que nos interesa:

cos? (g) _ 1+ cgs ()

Finalmente, hacemos la raiz cuadrada:

cos (E) . 1+ c;s ()

Seno del Angulo Medio o Angulo Mitad
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1—
sin (g> =+ cos(@)
2 2

Ver demostracion

En esta demostracion vamos a utilizar una igualdad que hemos escrito en la demostracion anterior:

cos(a) = cos? (%) — sin? (%)

Despejamos el seno al cuadrado:

sin? (E) = cos? (E) —cos(a) =

2 2
= HCTDS(Q]— cos(a) =
1+ cos(a) — 2 cos(a) _
2
1 cos(a)
2

Finalmente, hacemos la raiz cuadrada a ambos lados de la igualdad:

Tangente del Angulo Medio o Angulo Mitad
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tg(g) . 1 — cos(a)

2 1 + cos(a)

Ver demostracion

Veamos ahora sumas y restas de funciones trigonométricas:

Suma de Cosenos

cos(a) + cos(b) = 2cos (ﬁ;b) 'm(a;b)

Ver demostracion

Resta de Cosenos

cos(a) — cos(b) = —2sin (“T“") ain ( a - b)

No demostramos esta identidad puesto que es similar a la resta de senos (demostrada mas adelante).

Suma de Senos
sin(a) + sin(b) = 2sin (a—;—b) - €08 (a;b)
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No demostramos esta identidad puesto que es similar a la suma de cosenos (demostrada anteriormente).

Resta de Senos

sin(a) — sin(b) = 2cos (%”) - sin ( - b )

Ver demostracion

Teniendo en cuenta que el seno del angulo opuesto es
—sin(b) = sin(—b)
Entonces
sin(a) — sin(b) =
= sin(a) + sin(—b) =

. (a+(=b) a—(—b)
=2 sin T Ccos T =

9 (a—b) (a+b)
=4 51Il 2 COos 2

Veamos ahora productos de funciones trigonométricas escritos como sumas y restas:

Producto de seno y coseno
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. 1, . ,
sin(a)cos(b) = E(sm(a + b) + sin(a — b))

Ver demostracion

Recordamos que el coseno y el seno de la suma y de la resta son

sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin (b)
cos(a+ b) = cos(a) cos(b) F sin(a) sin(b)

La suma de los senos de la suma y de la resta es:
sin(a + b) +sin(a—b) =
= sin(a) cos(b)+ cos(a)sin(b) +
+ sin(a) cos(b)—cos(a) sin(h) =
= 2 sin(a) cos(b)

Por tanto,

sin(a + b) + sin(a — b)

sin(a)cos(b) = >

Producto de cosenos

cos(a)cos(b) = %{ms[a + b) + cos(a — b))

Ver demostracion

Procedemos del mismo modo que en la demostracion anterior pero con cosenos:
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cos(a+ b) +cos(a—b) =

= cos(a) cos(b) — sin(a)sin(b) +
+ cos(a) cos(b) + sin(a) sin(h) =
= 2 cos(a) cos(b)

Por tanto,

cos(a + b) + cos(a — b)
2

cos(a) cos(b) =

Producto de senos

sin(a)sin(b) = %[ms{a —b) — cos(a+ b))

Ver demostracion

El procedimiento es andlogo a los anteriores:
cos(a +b) —cos(a—b) =
= cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) +
—cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) =
= —2 sin(a) sin(h)

Por tanto,

cos(a + b) — cos(a — b)
2
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